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Partie À : EXEMPLES 


Notations — Quand aucune confusion n’est à craindre, je noterai Z au lieu de /,. L’énoncé note 
les coordonnées d’un vecteur x de R” sous la forme x(1), …, æ(n), mais je m’autoriserai à les 
noter aussi sous la forme classique æ1, .…., æn si cela de pose pas de problème particulier. 

Enfin je noterai les doubles indices sans virgule de séparation si cela ne gêne pas outre mesure. 
Ainsi L;,; sera noté L;;. 


A.1 Ici: 
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Le polynôme caractéristique de L est : 
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Les valeurs propres de L sont 0, 1 et 2, chacune de multiplicité 1. L est donc diagonalisable 
dans R, et tous les espaces propres de L sont de dimensions 1. Si E (À) désigne le sous-espace 
propre associé à la valeur propre À, et si l’on pose x = ‘(x1,x2,x3) € R, 


EL 1/V2x% — 1/V2x3 = 0 
xeE(0) & —1/V2x1 + x2 = 0 
—1/V2x1 + 23 = 0 
LL 1/2x; — 1/2x3 = 0 
x = 1/V2r: 


za = 1/V2: 
{ To = 1/V2x: 
rs =1/\21. 


Donc E (0) = Rw où vo = *(2, 1,1). On recommence : 


—1/V2x2 — 1/V2%3 = 0 
reE(i) & —1/V2x1 = 0 
—1/V2x1 = 0 


T3 — —T 
: 3 = —22 
x = 0 


donc E (1) = Ru où w1 = ‘(0,1,—1). Enfin : 


ou 21 Dur 1/V2x%o ar) 1/V2x3 = 0 
xeE() & —1/V2x1 — x2 = 0 
—1/V2x: — L3 = 0 
—ZX1 + 1/2%: + 172% = 0 
Le zo = —1/V2x 


ts = —-1/V2x: 
62 — —1/V2x: 
di { ta = —1/V2r 


Donc E (2) = Ru où vo = {(2,-—1,—1). On sait qu’une matrice réelle symétrique est diago- 
nalisable dans une base orthonormale. On sait donc déjà, sans avoir à le vérifier, que le système 
(Vo, V1, v2) est une base orthogonale formée de vecteurs propres de L. Il suffit de diviser ces 
vecteurs v; par leurs normes pour obtenir une base orthonormale de vecteurs propres de L. On 


obtient la base : 
V0 vi va 
(wo, W1, wa) — ( ) 


[lvoll” 1lui|” Tval 


donc : 


wo = ((V2/2,1/2,1/2) 
= *(0,1/V2, —1/V2) 
wo = (2/2, —1/2,—1/2). 
On pourrait bien sûr vérifier a posteriori que ces vecteurs sont orthogonaux entre eux deux à 
deux. 


È 


A.2.a. Le degré de chaque sommet de K,, est n — 1 donc : 


1 —1/(n —1) c.. —1/(n —1) 
L = Ro 1 
| _ —1/(n —1) 
—1/(n—1) c.. —1/(n —1) 1 
1l—-n 1 1 
1 1 ln n 1 
Val 1 FRA D 
Muni ho 


A.2.b. e Première méthode — Calculons le polynôme caractéristique de J pour plus tard en 
déduire celui de L. En remplaçant la première ligne par la somme de toutes les lignes : 


1—X 1 -.. 1 n—X n-X ... n—-xX 
1 1-X - 1 1-X 
LAC IRE : | T 
? e 1 1 
1 1 1-X 1 1  1-X 
1 1 1 
1 1-X 
= (AL 
1 


Dans ce dernier déterminant, remplaçons chaque colonne par elle-même moins la colonne précé- 
dente, en commençant par la gauche. On obtient : 


1 0 0 
1 -X 0 

XJ(X) = (n—X) é 
1 O0 —X 


(a X) (AY 
= (—-1) XT TT (X —n). 


Notons maintenant L = al + 6J où a et B sont donnés dans la question précédente. On a : 


XL(X) = det(al + BJ - XI) 


X—-a 
= E der (7 1) 
B 
5 X—-a 
Ici 
L' — nm 
__- ERP. 

nl 

donc : 


Cr = ( = ) 1)" ((n—1)X + n)"-1((n— 1) X) 


L admet donc deux valeurs propres : 0 de multiplicité 1 et n/(n — 1) de multiplicité n — 1. 


e Seconde méthode — J est de rang 1, donc dim(Ker J) = n — 1 et J admet 0 comme valeur 
propre de multiplicité n — 1. La dernière valeur propre v de J peut être obtenue en écrivant la 
trace de J. C’est v = Tr(J) = n, et elle est de multiplicité 1. 

Si v est un vecteur propre de J associé à 0, L(v) = av. D'autre part, si w est un vecteur propre 
de J associé à n, alors L(w) = aw + Snw = (a + Bn)w. On a : 
n n n 


DR at nr 


Œ — 


0, 
donc a = n/(n — 1) sera valeur propre de L de multiplicité n — 1, et 0 sera valeur propre de Z 
de multiplicité 1. 


A.3 a. Soit B = (e1,.….,en) la base canonique de R”. Par commodité et dans toute la suite, on 
notera Em — es dès que m=s (n). Avec cette convention : 


Vie il SE C(e;) = Cj+1 
donc : 
Vie {1, TES C(ei) — Cijin — Ci: 


L’endomorphisme C” laisse invariant tous les vecteurs de la base B, c’est donc l'identité. Ainsi 
C" = I. Si À est une valeur propre de C, il existe un vecteur non nul x tel que C'(x) = Àx, 
et æ = C"(x) = Xx entraîne À” = 1. Les valeurs propres éventuelles de C sont donc à choisir 


parmi les racines n-ièmes de l'unité. Notons w* (0 < k < n — 1) ces racines, où par définition 


w = eÏ?7/", et, pour k donné, cherchons s’il existe des vecteurs non nuls x tels que C'(x) = wkx. 
On à : 
uk 0 Dre 1 
1 —wy# 0 To 
Cz)=utz 0 
: ; : 0 : 
0 ... 0 L = Le 
48% + Tn = 0 48 r1 + Zn = 0 
T1 — WÉX9 = 0 T1 = wém-lr, 
& za — WËtT3 = 0 & T2 = wk(n—2)», 
Tn_1 — En = 0 Tn_1 = En. 


Dans ce dernier système, la première équation x +æn = 0 est trivialement satisfaite quand 


les x1, 2, …, Xn-1 vérifient les n — 1 dernières équations. Cette première équation est donc 
inutile et : 
k(n—1 
X1 wkin-l)y, (2) ( ) 
— ,,,k(n—2) - 
T2 = W œ : 
C(x)=ufx e : Tes , 
k 
| w 
Lier, 1 


L’endomorphisme C possède donc n valeurs propres distinctes, à savoir les racines n-ièmes de 
l'unité 1, w, w?, …, w"-1, et le sous-espace propre £(w*) associé à wF est la droite vectorielle Cuy 
où vg = (um 1) ok, 1). 


Remarque 1 — L’endomorphisme C est diagonalisable puisqu'il admet n valeurs propres 
distinctes (c’est un résultat de cours bien connu). On en déduit que €” = Cuo @ … © Cun-1, ce 
qui signifie que (vo, …, Un-1) est une base de C” formée de vecteurs propres de ©. 


Remarque 2 — On peut trouver les valeurs propres de C plus rapidement si l’on remarque 
que le système (e1, C'(e1), …, C"—1(e)) est libre. En effet, si P(X) = 5%, a; X° est un polynôme 
de degré d < n—1,et si P(C) = 0, alors P (C') (e1) = 0 donc es aCŸ(e1) = 0, et cela entraîne 
ag = … — à = 0. Il n’existe donc pas de polynôme (non nul) de degré < n — 1. Le polynôme 
minimal m(X) de C sera donc de degré > n. Mais m(X) divise X” — 1 puisque C7? = 1. 
Nécessairement m(X) = X"° — 1, et cela montre que les valeurs propres de C' sont toutes les 
racines n-ème de l’unité, chacune comptée avec la multiplicité 1. 


A.3 b. L'énoncé nous indique que P (1), …, P (ar) doivent être les valeurs propres de M. 
C’est ce que nous allons montrer en calculant M{v,). Notons l; la t-ème ligne de M, ou plus 
exactement la forme linéaire de matrice la i-ème ligne de M. On à : 


li(vx) 


Où : 


K( 


Comme les coefficients a; et les puissances w*(—1-mM) ne dépendent que des classes modulo n des 


indices ou des exposants, on obtient : 
n—1 
Eve) = A | ÿ asurs — DR p tu 
s=0 


Ainsi : 
ak 1) p{owk) grtn—1) 
Mur) = = P(u°) = P(uf)ur 
P(wf) 1 


et vx est un vecteur propre de M associé à la valeur propre P(w*). La base (v0,.…,Un_1) 
de C” est donc une base de vecteurs propres de M. Cela prouve que M est diagonalisable 
dans C. Comme les valeurs propres de M sont les P(w}*), M sera semblable à la matrice 
diag(P(1), P(w),…., P(w-1), 


Remarque 1 — M est une matrice circulante. C’est ainsi que l’on désigne les matrices dont 
les lignes sont à chaque fois décalées vers la droite (par exemple). Circulez ! Il n’y a rien à voir! 


Remarque 2 — Si l’on a des origines Sioux, on peut apercevoir l'égalité M = P(C) (!). 
Les choses deviennent alors simples : la question précédente montre l'existence d’une matrice 
carrée inversible Q telle que D = Q71CQ où D = diag(1,w, ….,w" 1), de sorte que l’on puisse 
écrire M = P(C) = P(QDQ"!) = QP(D)Q"!. Cela montre que la matrice M est semblable 
à P(D) = diag(P(1), P(w),.…., P(w®1)). 

A.3 c. e Choisissons ag = 1, a1 — —1/2, an-1 = —1/2 et a; — 0 pour toutes les autres 


valeurs de à. La matrice M obtenue est alors la laplacienne L de C,, et L est semblable à 
diag(P(1), P(w),…., P(w-1) où : 


n—1 l 1 
RE Ce 
k=0 


Les valeurs propres de L sont done les P(w*) où k& € {0,...,n—1}. On a: 


1 1 PME ET 
kg 7, k 2, m1) NET a 
POI =T Dw" — 5w 1 5 
2 
= los RET 
n 
— 9sin2&T. 
n 


e Pour connaître les multiplicités des valeurs propres P(w'), il faut déterminer les termes 
diagonaux de diag(P(1), P(w),.…, P(w"-1)) qui sont égaux. 
Soient k et { appartenant à {0,...,n—1}. Ona|k—{| <n—1,et: 


P(uw*)= P(wl) & sin kT = +sinl= 
nm nm 
k? = He + 127 
& HEZ ou 
k= =nr + +t2r 
k= +l+t2n 
& HEZ ou 
k=n+l+t2n. 


lPour cela on peut vérifier que la j-ème colonne de M, donnée par les coordonnées de M (e;) dans la base 
(e1,..…., en), coïncide avec la j-ème colonne de P(C). On doit donc vérifier que M(e;) = P(C')(e;), c’est-à-dire 
M (e5) = 52 ax C"(e;) où C*(e;) = e;+r. La vérification n’est pas évidente à mener. 


Si l’on ré-écrit le dernier système in extenso en mettant en évidence la somme k+l ou la différence 


k— 1, et si l’on rappelle que 0 < k+1 < 2n —2 et que 0 < [k — {| < n —1, on obtient après avoir 
envisagé tous les cas : 


BI 
P(u*) = P(w) ou 
k=n—l. 


La FIG. 1 permet de voir comment sont distribués les termes égaux de la suite (P(w*))ocxen- 
Le nombre n/2 est le milieu des segments emboîtés. 


n 
+ —— + + — 
0 1 2 1 n-l n-2 n-l 


= || 


FiG. 1 - "Voir" les égalités entre les P(wf) 
Ainsi : 
- Si n est pair, n/2 est un entier, et : 
P(0) = 0 est une valeur propre simple, 
P(wf) = 2sin? kT est une valeur propre double pour tout k € {0,...,n/2— 1}, 
P(w"/2) = 2 est une valeur propre simple, 


- Si n est impair, n/2 n’est pas un entier donc : 


P(0) = 0 est une valeur propre simple, 
P(uwf 


(n/2] 


) = 2sin° &? est une valeur propre double pour tout k € {0,..,[n/2]}, où le symbole 
(n — 1)/2 désigne la partie entière de n/2. 


Partie B : QUELQUES GENERALITES 
B.1.a. e On a : 


< Lx, x > — Sa = NS 


er i=1 j=1 
donc : 


1 i=1 ji did; 
Comme : 
2 2 
_ a; JL Ti Tj | +; T; 
did; 2 Vd; d; 24; - 24; 
on obtient : 


où : 


a--Sx(#+à) 


ji ë 


mn" 2 2 = 
ep 
i= jroi j=1  J ivj 
DE 


No 
Dr roi 


i= j=1 i=1 


puisque l’on à »},.,1 = d;, et puisque les sommes 3752; au F/@d;) et >75_: ut 5/(2d;) 
sont égales, les ensembles d’indices sur lesquels on les calcule étant identiques. Il suffit de rem- 
placer dans (+) pour obtenir : 


ae DE (- æ). 


i=1 ji 


e Chaque paire de sommets {1,7} telle que l’on ait j + à correspond à une arête a = {1,3} 
d’extrémités 4 et 7. Si a = {io, jo} est une arête donnée, la contribution des sommets to, 0 à la 


…. sea 


i=1 ji 


#) 


est : 


2 2 2 
1 f Ti Tjo dé L'ÂÎ Ti Tio = fe 1 1250 
2 di Vdi 2 \Vdio  Vdio Vdio  Vdi 
puisque les couples d'indices (i,j) utilisant io et jo prennent deux valeurs possibles : (io, jo) ou 


(jo; to). Par suite : 
2 
Ti 
< Lr,x >= ÿ (5 É a) 
a€ À Va VE 


a={i,j 


B.1.b. L'expression de < £x,x > obtenue dans la question précédente montre que l’application 
g:æt q(x) =< Lx,x > est une forme quadratique positive, de forme bilinéaire symétrique 
associée : 

dry) = > (a(x+y)—a(x) —a(y)) 


(< Lx +y),r+y>-<£Lx,x > — < Ly,y>) 


DIÈENIRNIH 


(< Lr,y > + < Ly,x >). 


Comme £ est symétrique, < Ly,x >=< y, Lx >=< Lx,y >, donc Y(x,y) =< Lx,y >. La 
forme quadratique q étant positive, on peut appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 


Væ,y € R" < Lr,y>? < < La, >.<£Lyy>. 
B.1.c. e q(x) =< £Lx,x > est une forme quadratique positive de matrice L dans la base 


canonique. Cela impose que L est diagonalisable dans une base orthonormale et que toutes ses 
valeurs propres sont réelles, positives ou nulles. 


Remarque — On peut le vérifier directement : si À est une valeur propre de £ et si x est un 
vecteur propre (non nul) de £ associé à À, la première égalité du B.1.a montre que < £Lx,x >> 0, 
et comme < £Lx,x >=< Àx,x >= X||x||?, on tire A[|x|[? > 0 d’où À > O0. 


e On a : 


Vie{1,..,n} (Lx) = D Lu Ne D ATP 


Ji 


Pour tout à € {1,...,n}, 


+ di 
1 

= 7% La li 
1 1 


donc Lo = 0 et w, € Ker£. 


e Ker £ n’est pas réduit à {0}, donc 0 est une valeur propre de £. Comme les valeurs propres 
de £ ont été écrites dans l’ordre croissant Àj < À2 < … < À}, on aura À = 0. 


B.2.a. Le graphe G est représenté sur la FIG. 2. On obtient r = 2, et par exemple J1 = {1,2,3} 
et Ja = {4,5,6,7}. G possède deux composantes connexes. 


2 
1 
7 3 
4 
6 
5 


Fic. 2- G=([1,7],{{1,2}, {2,3}, {4,5},{5,6},{6,7}}) 


B.2.b. Rappelons qu’un endomorphisme de R’' est diagonalisable si et seulement si son poly- 
nôme caractéristique est scindé dans R, et la dimension de chacun de ses sous-espaces propres 
associé à une valeur propre est égale à la multiplicité de cette valeur propre dans le polynôme 
caractéristique. 

Ici £ est diagonalisable, donc cette caractérisation s'applique. On à : 


0=\ << 3<..<)y 


où les À; représentent toutes les valeurs propres de £. Donc À2 > 0 si et seulement si la multiplicité 
de À dans le polynôme caractéristique x, (X) de £ est 1, ce qui revient à dire que : 


dimKer £L=dimE(x\)=1 (x) 


où, de façon générale, je note E(A) le sous-espace propre de £ associé à À. Comme , € Ker£, 
(+) équivaut à Ker £ = Ry1. 
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Autre solution — Voici une autre réponse qui utilise cette fois-ci le résultat suivant du 
COUIS : 


(R) "Si À est une valeur propre d’un endomorphisme « et si & désigne l’ordre de 
multiplicité de À dans le polynôme caractéristique x,, (X) de uw, alors dim E(À) < a." 


Si À2 > 0, les valeurs propres de £ sont À1 = 0 et À2, …, À, toutes strictement positives. On a 
donc : 
0= À < d < À3 << À. 


Dans ce cas, l’ordre de multiplicité de A1 dans le polynôme caractéristique de £ est 1, donc 
dim Ker £ = dim E(A) < 1 (d’après le résultat rappelé), et comme Ker £ Z {0}, nécessairement 
dim Ker £ = 1. 


Réciproquement, si Ker £ = Ry,, À2 ne peut pas être nul. Raisonnons par l’absurde en supposant 
que À2 = 0. Dans ce cas le polynôme caractéristique x, (X) de £ est : 


xL(X) = (-DUX - MX — A3)... (X — An) 
=, DEAN = 7e CET 


en regroupant les À; égaux, et en ayant a > 2. On sait que dim E(u;) < @; (d’après le résul- 
tat (R)) et que : 
R° = E(A) ® Eu) @ …® Eu.) 


puisque £ est diagonalisable. Cela entraîne : 


n 


dim E() + dim E(u2) + … + dim E(u,) 
< 1+a+...+as 
ce qui est absurde puisque n = deg x7 (X) = a + @2 +. + à, avec a > 2. 


Remarque — Démontrons le résultat (R). Complétons une base (e1,...,e,) du sous-espace 
propre Æ(À) en une base e = (e1,.…,e,) de l’espace entier. La matrice de w dans cette base 


s'écrit : 
: Le 2 D AU 
M = Mat(ure) = ( 0 us 


où 1, représente la matrice identité de taille p, et où M est une certaine matrice, d’où : 
Xu (À) = det (M — XI) = (X— XŸP det (M'— XI). 


Cette factorisation de x, (X) montre que p < a (?). 
B.2.c. Pour tout x € Ker£, £L(x) = 0 donc : 


Comme tous les termes de la somme sont positifs, on en déduit : 


Ti Tj 
Va={i,j}e A = = 
V&  /d 


?Pour expliquer proprement pourquoi p < @ à qui le demanderait à l'oral, on parlerait de l’unicité de la 
décomposition d’un polynôme en produit de polynômes irréductibles. Que diriez-vous exactement ? 
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En particulier, si les sommets + et j sont reliés par un chemin (4,1, ...,4s, j), 


Ti = Lis Lis _ Ti 


B.2.d. Montrons que (G connexe = À2 > 0). Si G est connexe, deux sommets quelconques à 
et j de G sont reliés par un chemin, et la question précédente montre que : 


Vx € Ker £ ne 


x [dj 

Par suite : 
Ps 2 De gi ven CE 
Vi vd Vän 

et il existe À € R tel que x = ‘(x1,.…., tn) = À'(Vd, …, Vdn) = ÀVD 1. Ainsi Ker £L C Re et 

puisque @, € Ker£, Ker £ = Ry,. La question B.2.b montre alors que À2 > 0. 


B.2.e. e Si G n’est pas connexe, notons J1, Jo, …, J, ses composantes connexes. Par hypothèse, 
r > 2. Notons G: le sous-graphe de G dont les sommets sont ceux de Ji, et G2 le sous-graphe 
de G dont les sommets sont ceux de G\J1. Aucun chemin ne mène d’un sommet de G1 à un 
sommet de G2, donc la matrice laplacienne L de G est formée de deux blocs diagonaux et de 
zéros partout ailleurs. Notons-là : 
re ( Li O ) 
O LE 


où les © désignent des matrices nulles. La question B.1.c appliquée à G1 puis à G2 montre 
l'existence de Y, € Ker LA et Ÿ, € Ker Li. En complétant les vecteurs colonnes 4, et Ÿ, avec 
des zéros placés soit en fin de colonne, soit en début, on obtient des vecteurs &, et 4, de R” qui 
appartiennent à Ker L (*) : 


1 = F(1,0, .…., 0) et di = *(0, ..,0, #1). 
Les vecteurs @, et Ÿ sont clairement linéairement indépendants et appartiennent à Ker £. 
e Conclusion — On vient de montrer que : 


G non connexe — dimKer£ >2 
=  ÀA2=0 (d’après B.2.b). 
La contraposée de l’implication obtenue s'écrit (A2 > 0 — G connexe), ce qui nous restait à 
démontrer pour conclure à l’équivalence (f). 


B.3.a. Comme (%,,...,w,) est une base orthonormale de vecteurs propres de £, 


nm 
DD pr 
i=1 


et : 
0 nm 
L(a)= Id <pir>L(p)= NX <>, 
i=1 i=1 


donc : : 


IG 7 rer 


On le voit en faisant les produits matriciels LG, et L4,. On obtient L, = Li, = 0 et LY, = Load = 0. 
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B.3.b. Posons : ” 
< La,x > 
5 (SE /seR" 540) 
œ 
et : £ 
< La,x > 
F-(SÉEZ JaeR" #00 <%,@1 >= 0}. 
œ 
On a : 
< LPnPn > _ <AnPnPn> _ 
SAR AZ Ans 
IA lEnll 
donc À, € E. Par ailleurs, pour tout x € R”\{0}, 
ÉLUS eva 2. 


Ir Din <>? 
donc À, un majorant de Æ qui appartient à Æ : c’est le plus grand élément de FE, ce que l’on 


note Àn = Max E. Recommençons avec À2 : 


< Lp3, Pa > _ < À2P2, Pa > 


— — À, 
Ilp2llÀ Ilpall? 


et comme < ÿ2,w1 >= 0, on peut affirmer que À2 appartient à F. Pour tout x € R”\{0} tel 
que < æ,@1 >= 0, 


lire. Made LM <pne >? +) 0 <p,x >? : 


= À 
1x|[? D bips — Spb Ps Ver | 


de sorte que À2 soit un minorant de F. Comme À2 appartient à F, on aura À2 = Min F. 


Partie C : ETUDE DES BORNES DES VALEURS PROPRES 


C1. (n—1)}2 < TrL = 9 +. + À = n donc X £ —— 


, mi 
C.2.a. Posons £ = ( — +) ; 
k l 


e Si k— à, alors { # {i,j} car à et j ne sont pas voisins, donc : 


2 
_ f Pi _ dj 
(5) mu 


Les trois autres cas se traitent de la même façon. On n’en dira pas plus sur sa copie si l’on 
travaille en temps limité. Mais dans cette correction, j’ai tout le temps de vérifier que les trois 
autres cas sont vraiment du même tonneau : 


2 . 
e Sil — à, alors k # {i,j}, donc £ — (- 2) n: 


Â 


2 
e Si k = j, alors { € {i,j} donc £ — (&) — di 


/d; 


2 
eSil = j, alors k d {i,j} donc £ — (-&) = 


13 


On obtient bien les égalités annoncées. D’après B.1.a : 


5 

Pk (2 d; d; 

LLéues= N7 (#-#) = ND +4 SNS +. 

ac À dk và a={kl}eA ' dj 

a={kl} k=i k=j 
Combien dénombre-t-on de sommets / reliés à 4 par une arête? Exactement d;. La somme 
D a=tinea dj/di comporte donc d; termes égaux à d;/d;. En faisant de même avec la seconde 
somme : 

d; 


d: 
< Lo, >= de +de = ditd;=|lelf 
? 1] 


C.2.b. e Si G = K», la question A.2 montre que le laplacien de KX, admet 0 comme valeur 
propre de multiplicité 1, et n/(n— 1) comme valeur propre de multiplicité n — 1. Par conséquent 
X2=n/(n—1). 

e Réciproquement, si À2 = n/(n — 1), on vérifie que : 

n 


MEME UE ME 


Dans la cas contraire, il existerait à € {3,...,n} tel que n/(n — 1) < À;, et l’on aurait : 
n 


Dl=n=h+th+.+hz(n-1)xe— 


ce qui est absurde. Par conséquent À2 = À, et le principe du minimax donne : 


n < Lr,z > 
= M PRÉRES R” 
4 ax { DIE /xeR”et : #0) 


Ê 
— Min { < DE? jp em, +40 et <a >=0}. 


Ilæ||? 


S’il existait deux sommets à et j non voisins dans G, on pourrait construire un vecteur non 


nul w, comme en C.2.a, tel que : 
<Lp,p> 


Il? 


On remarque que (attention : ici w, désigne bien le vecteur de R’ défini dans la partie B, et non 
la première coordonnée du vecteur 4 de la partie ©) : 


d; d; 
coese Vax Va x dE 0 


de sorte que l’expression de n/(n — 1) donnée sous la forme d’un minimum implique : 


n 2 < Lo,v > 


re at 
n—1 Ill? 


ce qui est absurde. En conclusion, deux sommets quelconques de G sont toujours voisins, et 
G = Ky. 


C.3.a. On a : 


2 2 2 
5 _#\ f#,%) 
Va Va) "(aa 


c’est-à-dire Ti — — (à / d;/di) Ti. 
C.3.b. D’après le principe du minimax, 
< Lr,x > 


et d’après B.L.a et C.3.a : 


2 
SDS Le, 1 L T; e 
FL - mrÈE(E .) 
2 


LA 
El 
= 

beE 
_ 
&|8 

—— 

SE, 
DES" 
æ 


On peut même affirmer que l'inégalité (+) est une égalité si et seulement si x; = —(,/d;/d;) x; 
dès que j + à, ce que nous utiliserons dans la question suivante. Pour l'instant, calculons : 


i=1 ji 
Où : 
22 _ x 
GED =D DID =) = | 
i=1 jri i=1 * jri i=1 ? i=1 
et : 
n 2 n 2 n 2 n 2 n 
Œ° x ETES, A 
D RD Pr RD > 
i=1 ji 7 j=tivÿ ji 7 in j=1 7 j=1 


puisque la partie formée par les indices (4, j) tels que à parcourt {1,...,n} et j + à est la même 
que celle formée par les indices (4, j) tels que j parcourt {1,...,n} et i « j. On obtient : 


| md  % 2 
ns dd. = 2||x|| 


donc (+) devient : 


avec égalité si x; = —(,/d;/d;) x; pour tout couple (4, j) tel que j + à. Comme cette inégalité 
est satisfaite pour tout x € R”\{0}, on conclut à À» < 2. 
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C.3.c. Si G est biparti, notons {$S1, S2} la partition de l’ensemble {1,...,n} des sommets de G 
vérifiant les propriétés (B) de l’énoncé. La question précédente montre que : 


ÉÉREE 
ju = Max STRRZ / 2 ER ot s #0) < 2 
& 
et il suffit de trouver un vecteur non nul x tel que : 
< Lx,x > 
SE =2 (n) 
IE 


pour pouvoir conclure à À, = 2. D’après la question précédente, on a : 
< Lx,x > 
n < 2 


ES 


avec égalité si x; = —(,/d;/d;) x; dès que les sommets à et j sont voisins. Il suffit de choisir : 


: Vd; siie Si 
Teva es 
pour avoir æ; = —(\/d;/d;)x; quel que soit (i,j) € S1 x S2, donc aussi quel que soit (i, 5) 
tel que j + à puisque G est biparti. Si l’on note $1 = {1,..,s}, cela montre que le vecteur 
z = (Vd,.., Vds, —1/dsr1, …, —Vdn) vérifie (W), d’où }y = 2. 
C.3.d. Si Àn = 2, il existe x € R”\{0} tel que 


SE — 
IEAIE 
donc x; = —(\/d;/d;)x; pour tout couple (i,j) tel que j + à (d’après la réponse à C.3.b). 
Autrement dit : 
jui = LTj = — à Ti 
d; 


et la contraposée s'écrit : 


|d; . 
dre PA > jHi. 


Si = ft € ils Te > 0} 
San= te {Lin} ) ts: <0 
So ={ie Last) = 0}. 


Si (4,3) € Si, x; À —(/d;/d;) x; donc j % i. Cela signifie que deux sommets de Si ne sont 
jamais liés par une arête. On constate de même que deux sommets de S_ ne sont jamais voisins, 
et qu’il en est de même de deux sommets dont l’un est dans $1 U S_ et l’autre dans 59. On 
rassemble ces résultats dans la FIG. 3. Tout cela est bien ennuyeux car G est connexe : s’il existe 
un élément dans So, cet élément ne peut être lié à un sommet de $ U $S_ ce qui nous assure 
d’avoir au moins deux composantes connexes de G. C’est absurde, donc So = &. 

Finalement {1,...,n} est partitionné en deux ensembles Si et S2 — S_ tels que toute arête joigne 
un sommet de S, et un sommet de S2. Et G est un graphe biparti. 


Posons : 


16 


F1G. 3 - Des liaisons impossibles ! 


Partie D : A PROPOS DU NOMBRE CHROMATIQUE 


D.la. H = (hij)i<i,j<n est une matrice réelle symétrique positive, autrement dit c’est une 
matrice symétrique telle que, pour tout X = ‘(21,.….,%n) € R°, XHX > 0. Si x, …, ER, 


notons X = tri, tp) € RP et X = l(x1,.…., tp, 0, ...,0) € R’. Si H est symétrique positive, 
alors H, est symétrique et : 


VX = U(u1,.….,t) ERP XH,X = IXHX >0 


donc H, est positive. 


D.1.b. H et H, sont des matrices réelles symétriques, de sorte que l’on puisse appliquer le 
principe du minimax démontré en B.3.b pour l’endomorphisme £ (*). En notation matricielle, 
on obtient : CAPES 

IXHX tXH,X 
a = AR TE Qp—= Max 
xer"\{0} ||X1|] ver”\{o} ||X|] 
Avec les notations du D.1.a, 
IXH,X _tXHX 
IX ILX1P 


donc : Pre 
tXH,X , à tXHX 
——— / X E R?\{0 CT /X ER"). 
XIE SU | 
Il suffit de prendre les maximums de ces deux ensembles pour obtenir a, < @. 


D.2. Si l’on note & = f(1,.….,w), 


gi pi PP PiPn 

Po P2P1 Po "tt P2oPn 
H=p'p=| . |(y1 #2 : pn)=| . 

En PnP1 PnP2 ‘PA 


Ce principe est un aussi un résultat du cours qu’il faut connaître : voir par exemple le Théorème 388 de [1]. 


17 


La i-ème ligne l; de H s'écrit Li — (4,41, giga, .…, Win) = Wi(w1, V2, …., Wn). Elle est donc 
colinéaire au vecteur-ligne (41,9, …,w,). Toutes les lignes de Æ sont donc colinéaires au vecteur- 
ligne (1,2, .….,w,), qui n’est pas nul, donc le rang de H est 1. Par suite : 


dimKer H =n-rgH=n-1 


et 0 est une valeur propre de H de multiplicité n — 1. Le polynôme caractéristique de H est ainsi 
de la forme : 

xx (X) = (XP (X — a). 
Mais comme de façon générale xx (X) = (—-1)"(X7—(Tr H)X-1+4..,+(-—1)" det H), on obtient 
a = TrH = 3%, p? —/||v||? en identifiant les coefficients. L'autre valeur propre de H est donc 
[yw|l? avec la multiplicité 1. 


D.3.a. e On a : 


pi pi = (pi (iv: Ces (Te : 


É 


Va %) 
1<i,j<n 


donc Da pi'e1 = (y didj) ici jen = M. 


e (%1,...,,) est une base orthonormale de vecteurs propres de L. Pour tout à Æ 1, 
M(p;) = Da pipi: = 0 
puisque Eu es = < pr, >= 0. Sii—]1, 
M(@1) = Dep #11 = Dei 


puisque 41 1 = [|w1||? = 1. Ainsi tous les vecteurs propres de L sont aussi des vecteurs propres 
de M, et M admet 0 comme valeur propre de multiplicité n — 1, et D comme valeur propre de 
multiplicité 1. 


D.3.b. On a : 
À 
N(gi) L(p:) — pit ED -M(vi) 
G 
À 
= (= lpi+ rs M(v:) 
G 


-SiiZ£1, N(v;) = (À -1)v;. 
- Sii—l, 


N(@)= Ou = Des + De Den) tn. 


puisque À = 0. Donc : 

> N admet @,, .…, w, comme vecteurs propres, 

œ Comme (%,,...,4w,) est une base orthonormale de R”, N est diagonalisable, 

m Les valeurs propres de N sont : À — 1, À2 — 1, .…, À, — 1 où An = À = Max (A1,…, An). La 
plus grande valeur propre de N est donc À — 1. 


D.4.a. e Comme ( = {1,...,s} est un ensemble indépendant des sommets de G, la laplacienne Z 
de Gest telle que L,, = 1, (matrice identité de taille p), et : 


à À 
B= Lt DM De (Va) 
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c’est-à-dire : 


v& 
d2 
se lon) 


Vdp 
e On applique la question D.2 : les valeurs propres de B sont 0 avec la multiplicité p — 1, et : 


va \|° 


à Vd2 ÿ Dg 
Eee = jte +d) = x 


Da : Da 
vVdp 
avec la multiplicité 1. 


D.4.b. La plus grande valeur propre de B est donc ÀDa/Da. Comme d’après D.3.b la plus 
grande valeur propre de N est À — 1, il suffit d'appliquer D.1.b pour obtenir : 


Da 
À—1> 1 ——. 
2 ÀT, 


D.5. e Si À était égal à 1, l’inégalité précédente (appliquée avec l’un des ensembles (Q; dans le 
rôle de Q) donnerait : 


(el 


d’où À = 0 (puisque À est positif). C’est absurde, car cela voudrait dire que toutes les valeurs 
propres de L sont nulles, donc que L est la matrice nulle : impossible puisque le graphe n’a 
aucun sommet isolé d’après l’introduction ! 


e Gest r-coloriable, donc il existe r ensembles indépendants (:, .…, Q,, et pour chacun de ces 
ensembles, D.4.b donne : 


d’où en sommant : 


i=1 =] 
Par suite : ; 
> — =1+ —— 
er ri 
Comme y (G) est le plus petit entier r tel que G soit r-coloriable, on en déduit : 
(G)>1+ - 
He 


D.6. e Si G = K}, la question A.2.b donne À = n/(n — 1), et l'inégalité du D.5 devient : 


1 


n—]1l 


Comme évidemment XY(K») < n (on arrive toujours à colorier un graphe de n sommets en 
utilisant n couleurs!), on obtient x (K») = n. 
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e Si G = Ch, on à un graphe cyclique à n sommets. En coloriant alternativement les sommets 
l'enchaînés dans l’ordre" par une couleur, puis une autre, on constate que l’on peut n’utiliser 
que 2 couleurs si n est pair, et 3 couleurs sinon. Ainsi : 


2 si n est pair, 


X (On) = 


3 si n est impair. 
e Montrons la contraposée de l'implication, autrement dit que : 
G biparti = À, > 2. 


Si G est biparti, les sommets de G sont partitionnés en deux ensembles S1 et S2 tels que deux 
sommets de S; (à — 1 ou 2) ne sont jamais liés entre eux. On peut donc utiliser une couleur pour 
colorier les sommets de S1, et une autre pour les sommets de S2. Ainsi y (G) = 2. Mais alors 
l'inégalité : 


devient : 


c’est-à-dire À > 2. 


Remarque — Lorsque n est impair, on se rend compte que x (C,) = 3 puisque l’on "voit 
bien" que deux couleurs ne suffisent pas pour colorer C,. On peut démontrer cela rigoureusement 
en utilisant la question A.3.c qui nous montre que, lorsque G = C,, et n impair, 


— 1 
 Lebi 
2n 

Dans ce cas : 

> 1+ — 
avec : , ; 

ee = open — REA 
n 
donc : ; 
Cn) > 1+ ——— > 72. 
X (Ch) 2 nr F 


Cela montre que C,, n’est pas bicoloriable. 


THAT'S ALL FOLKS! 
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